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Grupo De Lorentz

En el contexto de la teoria cuantica de campos relativista (RQFT) la
estructura física fundamental por excelencia es el Grupo de Lorentz,
siendo necesaria para la correcta construcción de teorias fisicas de
altas energias, definido de la siguiente manera:

L↑
+ = {Λ ∈ M4x4 | (det{Λ} = 1),

(
(Λ)0

0 ≥ 1
)
} (1)

En donde en (1) M4x4 hace referencia al conjunto de matrices 4x4
con entradas reales. En general, L↑

+ es un subgrupo llamado Ortocrono-
Propio tambien denotado SO+(1,3).
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Generadores del Grupo de Lie

Para explorar las propiedades fisicas del grupo ortocrono propio, es
necesario definir el tensor de momento angular tal como:

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (2)
Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) + Sµν = Lµν + Sµν (3)

Donde en (3) S es otro momento angular, llamado momento angular
intrinseco o Espín. este conmunta con el momento angular L. pri-
mero usemos el algebra de lie asociada con los momentos orbitales
o L:

[Lµν ,Lρσ] = igσµLµσ − igµρLνσ − igνσLµρ + igµσLνρ (4)
[Sµν ,Sρσ] = igσµSµσ − igµρSνσ − igνσSµρ + igµσSνρ (5)

[Sµν ,Lρσ] = 0 (6)

Una demostración rigurosa de estas álgebras está dada en [1]
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Álgebra de Lie del grupo de Lorentz

Usando las ecuaciones (4), (5) y (6) obtenemos el algebra de Lie del
grupo de Lorentz so(1,3) en forma covariante:

[Mµν ,Mρσ] = igσµMµσ − igµρMνσ − igνσMµρ + igµσMνρ (7)

Apartir de (7) podemos deducir el algebra de las rotaciones y los
Boost, tomando la parte espacial de (7) y definiendo:

Ji =
1
2
ϵijk Mjk Ki = M0i (8)

Donde en (8), ϵ es el tensor de Levi-Civita totalmemte antisimetrico.

[Ji , Ji ] = iϵijk Jk [Ki ,Ki ] = −iϵijk Jk [Ji ,Ki ] = iϵijk Kk (9)

En general, estos son generadores de SU(2)
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Álgebra de Lie del grupo de Lorentz
Dados los generadores J y K podemos crear una nueva algebra
apartir de estos definiendo:

Ns = Js + iKs N†
s = Js + iKs (10)

Estos tienen la siguiente algebra:[
Ni ,N

†
j

]
= 0 [Ni ,Nj ] = iϵijk Nk

[
N†

i ,N
†
j

]
= iϵijk N†

k (11)

Nótese que (11) define dos algebras de lie independientes y su(2) y
por lo tanto poder afirmar a nivel local:

so(1,3) ∼= su(2)× su(2) (12)

Existe una construcción del algebra de lie de so(1,3) equivalente
con la combinacion [2]:

Ns =
1
2
(Js + iKs) Ms =

1
2
(Js − iKs) (13)
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Representaciones Irreducibles del Grupo de Lorentz

En el contexto de la teoria cuantica de campos relativista (RQFT)
se llama particula a las posibles representaciones unitarias irredu-
cibles en nuestro caso del grupo de Lorentz. es decir que bajo la
caracterización de las IR usando hechos de la teoria de grupos de
Lie, podemos saber que tipo de particulas predice la teoria. Para una

discusion del hecho de particula se puede consultar [3]. por que esta
interpretacion esta bajo estados de una particula. Las representaci-

ones Irreducibles del grupo de Lorentz están caracterizadas por los
autovalores de los Operadores de Casimir. que para el grupo de
Lorentz son:[

M2,Mi
]
=

[
N2,Ni

]
= 0 M2 =

∑
i

Mi N2 =
∑

i

Ni (14)
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Grupo de Poincare

En la discusión del grupo ortocrono-propio no consideramos las
traslaciones espacio-temporales, es decir que si consideramos las
transformaciones:

xµ′ = Λµ
νxν + aµ (15)

Obtenemos el grupo de Poincare. existe una manera esquematica y
rapida de confirmar su estructura algebraica al considerar las trans-
formaciones del grupo con la operación de composición tal como:

T (Λ1,a1) · T (Λ2,a2) = T (Λ1Λ2,Λ2a1 + a2) (16)

Donde las matrices Λ ∈ L↑
+
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Álgebra de Lie del Grupo de Poincare

Al considerar las traslaciones, es necesario agregar un generador
dentro del grupo de Poincare, esto da como resultado la siguiente
álgebra de Lie:

[Mµν ,Pσ] = igσνPµ − igσµPν (17)
[Mµν ,Mρσ] = igνρMµσ − igµρMνσ − igνσMµρ + igµσMνρ (18)

[Pµ,Pν ] = 0 (19)

Para esta álgebra de Lie hay dos operadores de Casimir los cuales
estan dados por:

Wµ =
1
2
ϵµνρσPνMρσ (20)

P2 = PσPσ W 2 = WµWµ (21)

Donde el cuadrivector W es el vector de Pauli-Lubansky.
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Representaciones del grupo de Poincare

Los autovalores de los operadores de casimir están dados por:

P2 = m2 W 2 = −m2S(S + 1) (22)

Una demostración de este hecho se puede ver en [1]. En general las
representaciones del grupo de Poincare estan dadas por el metodo
de las representaciones inducidad por el Little Group de Wigner.
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Teoremas No-Go y álgebras de Lie Graduadas

Con la descripción de las irreps del grupo de Poincare, ya se
tendria todas las posibles particulas que pudiese tener una
teoría física, usando unicamente simetrias geometricas. esto
porque las transformaciones del grupo de Lorentz están en el
espacio-tiempo.

Pero no se ha considerado que estas puedan tener simetrias
internas, al introducir el Espín, podemos hablar de simetrias
internas asociadas a las particulas per-se.

El teorema de Coleman-Mandula establece que solo es posible
construir una teoria de campos con el grupo de Poincare en
producto directo con un grupo de simetrias internas, U(1) del
electromagnetismo, SU(3) de la (QCD) etc.
Para una demostración vease [4]
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Teoremas No-Go y álgebras de Lie Graduadas
Las teorias supersimetricas o SUSY, son una excepción al
teorema de Coleman-Mandula, por que esta basada en una
simetria que no es del grupo de Lorentz, ya que esta produce el
cambio del caracter espinorial de la particula. tampoco se puede
asociar a una simetria interna, por que estas conservan el
caracter espinorial de las particulas.

Otro aspecto de vital importancia radica en el Principio de
Exclusión de Pauli, la naturaleza distingue entre particulas de
espín entero y semientero, por lo tanto las simetrias
fermionicas y Bosonicas deben ser parte de una teoria que
describa la naturaleza.

Para construir una teoria SUSY, es necesario generalizar del
teorema de Coleman-Mandula, al considerar una álgebra de
Lie Graduada. esto tiene como nombre el teorema de
Haag–Lopuszański–Sohnius.
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Si introducimos un operador Q de manera que no transforme de
manera trivial con el espin, tal que:

[Q,S] ̸= 0 (23)

Entonces, implicaria una extension del espacio vectorial que
representa el grupo de Poincare, donde se tendrian particulas
de diferente caracter espinorial violando el supuesto
fundamental del teorema de Coleman-Mandula, donde los
nuevos operadores Q no entran en un producto directo con el
grupo de Poincare y por tanto entonces para construir
representaciones supersimetricas es necesario extender el
algebra de Lie del grupo de Poincare a una Álgebra de lie
graduada
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Super-Álgebra de Poincare

Apartir de esta definición se puede definir el Super-Álgebra de Poin-
care tal con N = 1 tal como:

[Mµν ,Pσ] = igσνPµ − igσµPν (24)
[Mµν ,Mρσ] = igνρMµσ − igµρMνσ − igνσMµρ + igµσMνρ (25)

[Pµ,Pν ] = 0 (26)

{QA,QB} =
{

Q̄Ȧ, Q̄Ḃ

}
= 0 (27)

[QA,Pµ] =
[
Q̄Ȧ,Pµ

]
= 0 (28)

[Mµν ,QA] = i(σµν) B
A QB (29)[

QA, Q̄Ḃ

]
= 2(σµ)AḂPµ (30)

Donde se tiene la representación de Weyl para las cargas, esta gene-
rada por 14 generadores.
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Operadores de Casimir

Para una teoria SUSY con N = 1 se tienen los siguientes operado-
res de casimir, primero definimos el vector Bµ y luego el tensor Cµν :

Bµ = Wµ − 1
4

Q̄ȧ(σµ)
ȧbQb Cµν = BµPν − BνPµ (31)

Entonces sus cuadrados definene los operadores de casimir, para
una demostración vease [1]

P2 = PσPσ C2 = CµνCµν (32)
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Superespacio
No es posible construir una teoria SUSY unicamente con el espacio
de Minkowsky, ya que no explicaria el cambio de espin. por lo tanto
es necesario introducir nuevas coordenadas que tengan en cuenta
las cargas supersimetricas.
Variables de Grassman
Introduciendo las variables anticomuntantes:

{θA, θB} =
{
θ̄Ȧ, θ̄Ḃ

}
=

{
θA, θ̄Ḃ

}
= 0 (33)∫

dθA =

∫
d θ̄Ȧ =

∫
dθAθ̄Ȧ = 0 =

∫
d θ̄ȦθA = 0 (34)

Podemos expresar un campo en el superespacion o supercampo
como una serie de taylor en las variables de Grassman tal como:

Φ
(
xµ, θ, θ̄

)
= ϕ(xµ) + θη(xµ) + θ̄χ†(xµ) + θ̄σ̄µθVµ(xµ)+

θ2F (xµ) + θ̄2F̄ (xµ) + θθ
(
θȦλ̄

Ȧ(xµ)
)
+
(
θ̄θ̄
)
θAψ

A(xµ)+

θθ
(
θ̄θ̄
)
d(xµ)

(35)
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Construcción de campos en el superespacio
Para poder construir campos apartir de representaciones irreducibles
es necesario introducir las siguientes restricciones:

D̄α̇Φ = DαΦ
† = 0 (36)

Donde las derivadas D estan construidas de la siguiente forma:

Da =
∂

∂θa − iσµ
aȧθ̄

ȧ∂µ D̄ȧ = − ∂

∂θa + iσµ
aȧθ̄

ȧ∂µ (37)

Las anteriores restricciones identifican campos quirales y antiqura-
les respectivamente.
En general las funciones analiticas de campos quirales son buenas
candidatas para crear lagrangianas invariantes ante transformacio-
nes SUSY. si consideramos la transformación:

yµ = xµ + i θ̄σ̄µθ (yµ)† = xµ − i θ̄σ̄µθ −→ D̄ȧΦ(yµ) = 0 (38)
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Construcción de campos en el superespacio
De la anterior expansión y viendo que en general Φ puede ser un
pseudoescalar de Lorentz, podemos deducir la naturaleza de los
campos componentes del supercampo tal como, los campos ϕ,F , ψ, F̄ , d
son campos escalares, mientras que los campos η, ψ son espinores
izquierdos de Weyl, mientras χ̄, Λ̄ son espinores derechos de Weyl.
finalmente Vµ es un campo vectorial. Para construir un campo vecto-
rial supersimetrico hay que imponer la condición:

V
(
xµ, θ, θ̄

)
= V †(xµ, θ, θ̄) (39)

Haciendo de nuevo una expansion en las variables de Grassman
obtenemos:

V
(
xµ, θ, θ̄

)
= C(x) + θϕ(x) + θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M(x)θσµθ̄Vµ(x)

+
(
θ̄θ̄
)
θψ(x) + (θθ)θ̄λ̄+ (θθ)

(
θ̄θ̄
)
d(x)

(40)

Apartir de la ecuación (39) podemos inferir las caracteristicas de los
campos componentes: (M,C,d) son campos escalares, (λ, ϕ) son
campos espinoriales y V es un campo vectorial
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Construcción de Lagrangianos supersimetricos
Apartir de la expansion del supercampo scalar, podemos seleccionar
las componentes quirales y apartir de ellas construir funciones de
estos campos para plantear las acciones invariantes ante transforma-
ciones SUSY:

S =

∫
d4x

∫
d4θL (41)

Ahora debemos imponer que al tener supercampos vectoriales estos
tengan componentes invariantes de Gauge, primero escribimos el
lagrangiano que contiene campos escalares, el mas general posible
es:

L = Φ†
i + δ2(θ̄)(giΦi +

mij

2
ΦiΦj +

λijk

3
ΦiΦjΦk

)
+

δ2(θ)

(
g∗

i Φ
†
i +

m∗
ij

2
Φ†

i Φ
†
j +

λ∗ijk
3

Φ†
i Φ

†
j Φ

†
k

) (42)
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Construcción de Lagrangianos supersimetricos
La forma de (42) esta con la restricción de la condición de Renorma-
lización, para una discusion mas detallada de sto esta la referencia
[1]. en resumen se trata de saber si los terminos de la lagrangiana
tienen unidades de masa positivas.
Para las lagrangianas apartir de campos vectoriales la acción mas
general posible está dada por:

S =

∫
d4x

∫
d4θ

((
W AWA

)
δ2(θ̄)+ (

W̄ ȦW̄Ȧ

)
δ2(θ)

)
(43)

Donde las Field Strenght para los supercampos están dadas por
(en este caso una teoria abeliana):

WA = −1
4
(
D̄D̄

)
DAV

(
xµ, θ, θ̄

)
(44)

W̄Ȧ = −1
4
(DD)D̄AV

(
xµ, θ, θ̄

)
(45)

para una extensión no abeliana se tiene:

WA = −1
4

D̄D̄
(
e−V DAeV ) W̄Ȧ = −1

4
DD

(
e−V D̄AeV ) (46)
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Construcción de Lagrangianos supersimetricos

Y su correspondiente acción está dada por:

S =

∫
d4x

∫
d4θ

(
Tr
{(

W AWA
)}
δ2(θ̄)+ (

Tr
{

W̄ ȦW̄Ȧ

})
δ2(θ)

)
(47)
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¡Gracias por la atención!

Contacto:

juacguzmanmar@unal.edu.co ,
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